Vadrafna fimkei)

a>0

a<o(

Kvadratna funkcija (polinom II. stupnja) je funkcija f:R — R oblika

f(x)=ax’ +bx+c, gdje su a#0, b i ¢ realni brojevi.
Graf polinoma Il. stupnja zove se parabola.
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1. Graf funkcije

I f(x) = ax’

Prvo nacrtajmo osnovnu funkciju f(x) = x
osnovnoj sSkoli.

f(x)=x"2

2

g0 =-x?

tablicom kako smo naudili u
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Promatrajmo razvoj parabole od osnovne funkcije f(x) = x* do f(x) = ax?

Pogledajmo na konkretnim primjerima:
f(x)=x g(x)=3x" h(x) = %xz

(0= g==3x" o Lp
! 2

Na slici se jasno vidi kako je izgled parabole ovisan o parametru a.
Ako je:

» a> 0 => otvor parabole je okrenut prema gore
» a <0 => otvor parabole je okrenut prema dolje.
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Ako je:
> a>1ilia<-1il |a| >1 => otvor parabole je uzi od otvora parabole f(x) = + x>
» -1<&<1ili |[af<1 => otvor parabole je iri od otvora parabole f(x) = + x*

Ali tieme parabole se ne pomice iz ishodista.

|a|>1

|a|<1

Za vjezbu nacrtati grafove funkcija pomocu tablice kao
za f(x)= xz,fl(x) = —x*

sljedecih funkcija: :

g(x)=4x" h(x) = %xz

TR
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1. f(x) = a(x-x,)’

Pomicanje tjemena parabole po osi x (apscise) se deSava ako prosirimo formulu

f(x)=ax> na f(x)= a(x—xo)2

Pogledajmo najprije jednostavnu translaciju parabole o(x)=x" u f(x)=(x+1)*> za1u
lijevo.
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A sada pogledajmo pomicanje lijevo i desno od ishodista parabola:

)= (x-1 g(x)=3(x+2)’
fi)=(x=1) g (x)=3(x+2)’

Lako mozemo zakljuciti da je tieme parabole u tocki 7'(x,,0).

Za vjezbu nacrtati grafove funkcija pomocu translacije osnovne funkcije
za x, po osix sljedece funkcije :

g()=4(x-2) h(x)zioc—l)z
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.  f(x) =ax’ +y,

Pomicanje tiemena parabole po osi y (ordinate) se deSava ako proSirimo formulu
f(x)=ax’ na f(x)=ax’+y,, a koordinate tiemena su u tocki 7(0, y,).

Pogledajmo na konkretnim primjerima: £y = * 41 2(x)=-3x>+2

e I

Za vjezbu nacrtati grafove funkcija pomocu translacije osnovne funkcije
za y, po osiy sljedece funkcije :

_ 2
g(x)=4x"-3 h(x)z%x2+2
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IV.  f(x)=a(x-x,)’ +y,

Kada oblik funkcije pod I. i pod Il. spojimo u jednu formulu dobivamo:
f(x)=a(x-x,)’ +y, koja ima tieme u tocki T(x,,y,), jer se tom formulom tieme iz
ishodiSta translatira za x, udesno ili ulijevo po osi x, ovisno o predznaku x, i y, gore
ili dolje po osi y, ovisno o predznaku y, .

Pogledajmo na konkretnim primjerima:

f(x)=—(x-1)"+4 g(x)=3(x+2)"-2 h(x):%(x—%)z—kl k(x):—%(x—l)2+l

Za vjezbu nacrtati grafove funkcija pomocu translacije osnovne funkcije
funkcije za x, poosix iza y, po osiy sljedece funkcije :

g(x)=4(x-2)*-3

h(x):i(x—l)2 +2
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V. f(x) =ax’+bx +c

Primjeéujemo da neke parabole sijeku os x, a neke ne. ToCke presjeka grafa funkcije
sa osi x nazivamo nul tocke funkcije, a dobivamo ih kao rjeSenja jednadzbe: f(x) =

Ako f(x)=a(x-x,)"+y,

razvijemo dobivamo: f(x) = ax’ —2ax,x + ax; + ¥,
pa ako zamijenimo —2ax, =bi ax, +y, =c
dobivamo izraz: f(x)=ax’ +bx+c,

Ako taj izraz uvrstimo u f(x)=0

dobivamo poznati izraz za kvadratnu jednadzbu: ax’ +bx+c =0
koja ima rjeSenja:

X, = koji predstavljaju nul toCke polinoma drugog stupnja.

A iz parametara a, b i c mozemo izraziti koordinate tjemena 7'(x,,y,) kao:
b 4ac b

o :_2_a’y0  4a

Kako bi postojanje nul to¢aka ovisilo o rijeSenju kvadratne jednadzbe?

Jednostavno. To je nesto Sto ve¢ znamo iz rjeSenja kvadratne jednadzbe.

Ako je diskriminanta D =b* —4ac >0 onda jednadzba ima realna rijeSena koja jedino
mozemo ucrtati u koordinatni sustav, pa nam to postaje kriterij za odredivanje
postojanja nul toCaka.

Dakle ako je:

> D=b"-4ac<0 => ne postoje nul tocke kvadratne funkcije
> D=b"—-4ac>0 => kvadratna funkcija ima dvije nul tocke
> D=b"

—4ac =0 => kvadratna funkcija ima jednu nul toCku koje je i tieme te
funkcije.

Hajdemo sada joS utvrditi kriterije koji su nam dovoljni da bi jednoznaéno odredili i
nacrtali parabolu.

i dac — sz

1. Odrediti koordinate tiemena: T xo,yo ( e
4a

+ 4ac
2a

» Ako postoje dvije nul to¢ke ( D > 0 ) onda je to doviljno elemenata za
nacrtati parabolu

2. Naci nul toCke parabole: x,, =
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» Ako ne postoje nul tocke( D < 0) ili je dvostruka nul tocka( D = 0 ) potrebe
su nam jo$ dvije toCke funkcije da bi je mogli nacrtati. Najjednostavnije je
uzeti za x vrijednosti  x,, =x,ta,aeR iodrediti f(x,), pri Cemu zbog

simetri€nosti grafa parabole obzirom na pravac x = x, vrijedi f(x,)= f(x,)
Pogledajmo taj postupak na primjerima:
Primjer 1.
a) Nacrtaj graf funkcije f(x)=x"-7x+6 x=x,.

Koordinate tjemena:

T(xo,yo):T( b 4ac_b2j:T[ -7 M}ZT(Z,_EJ

24 4a 2.1 441 2" 4

Nul toCke parabole:

12
bl dae (T)EY(T) 413 72V BT
b2 2a 2-1 2 2

x===1
2

Ucrtajmo zadane toCke u koordinatni sustav: | kroz uctrane tocke povu¢emo graf
parabole.

Mira Mihajlovi¢ Petkovié 10



b) Nacrtaj graf funkcije f(x)=x"—-8x+16.

: : b dac-b’ -8 4'1'16_(_8)2
Koordinate tiemena:  T(x..v.)=T| -2 =T| o e =T (4,0
oordinate tiemena:  7'(x,,,) ( "’ a j ( 217 4 (4.0)

Nul toCke parabole:

_—b+yb’ —dac _~(-8)%y(-8) ~4-116 g0

X,
12 2a 2.1 2

=> x,=x,=4

Kako su nul to¢ka jednake, potrebno je izraCunati jo$ dvije vrijednosti funkcije u
X, =X ta=4+1=x =3,x,=5 iizradunati: f(3)=/(5)=3"-8-3+16=1
| dobili smo dvije tocke A(3,1) i B(5,1)

Ucrtajmo zadane toCke u koordinatni sustav: | kroz uctrane to¢ke povu¢emo graf
parabole.

Na grafu nam postaje jasno da je dovoljno izracunati vrijednost funkcije samo u
jednoj tocki x, ili x, od dvije simetriCne toCke u odnosu na os simetrije parabole

X=X,.

Za vjezbu nacrtati grafove funkcija: | r() =4 —16x+13

f(x)=4x> —4x+1
f(x)=x>-6x+10
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Tok funkcije

Pozabavimo se joS tokom funkcije: Kada funkcija pada, a kada raste, gdje joj je toCka
ekstrama: minimum ili maksimum. Za koje vrijednosti argumenta, vrijednosti funkcije
poprimaju pozitivne, a za koje negativne vrijednosti?

Pogledajmo to na ve¢ nacrtanoj funkciji u Primjeru 1 pod a)

|z crteza je jasno da funkcija pada za x < 3,5, araste za x > 3,5 i da je funkcija
pozitivna (graf joj je iznad osi x) za xe(-x,1)U(6,+x), a negativna za x (1,6).

|z grafa mozemo ocitati da je tieme maksimum parabole.

Kako bi to mogli prikazati tablicom:

X —0 / X =3.5 /' 400
f(x) +o Ny »,=-6.25 /' +o
Minimum (3.5,-6.25)
X —© X =1 X, =6 +00
f(x) +oo | >0 [f(x)=0| <0 |f(x,)=0| >0 | +oo
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Primjenimo nove spoznaje na graf funkcije f(x)=—-4x>+7x-3.

Koordinate tjemena:

T(x()’yo):T(_i’4aC—b2):T(_ 7 ’4(—4)(—3)—72j:T(Z’ij
2a 4a 2:(-4)°  4(H 816

Nul to¢ke parabole:

x, =1
bl dac T 4D _ 7T 1 P
b2 2a 2-(—4) -8 X, = ? =

Ucrtajmo zadane toCke u koordinatni sustav: | kroz uctrane tocke povu¢emo graf
parabole.

0.2

Tjeme(0.875,0.0625)

1=0.75 x2=1

-0.24

Prikazimo tok funkcije tablicama:

X —00 ya x,=0.75 ya +00
f(x) +00 /' 5,=00625 N\,  +w
Maksimum (0.75,0.0625)

X —0 x,=0.75 x, =1 +0
f(x) +o | <0 | f(x,)=0 | >0 |f(x,)=0| <0 | +oo

Za vjezbu za nacrtane grafove funkcija iz poglavlja 1.V. napisati tok
funkcije.
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Viezbe za test: Kvadratna funkcija i njena primjena
Prvo pogledajmo primjer koji detaljno ponavlja izraCunavanje podataka potrebnih za
crtanje grafa funkcije i odredivanje toka funkcije.

Primjer 1.
Dana je funkcija f(x)=-x>—-x+2.

a) Kaoji je vodeci (kvadratni) koeficijent ove funkcije? Kako nazivamo graf
kvadratne funkcije? Koji je njen polozaj?

b) Kolika je diskriminanta pripadajuce kvadratne jednadzbe? Sto nam ona govori
o vrsti nultoCki funkcije?

c) Kako glase nulto¢ke funkcije?
d) Kako glasi tieme funkcije? Koji ekstrem funkcija dostize u apscisi tiemena?
e) Skiciraj graf funkcije.
f) Prouci tok funkcije.
RjeSenje:
a) Vodedi (kvadratni) koeficijent ove funkcije je a = -1. Graf

kvadratne funkcije zovemo parabola. Kako je a < 1 graf
parabole je otvorom okrenut prema dolje.

b) Pripadaju¢a kvadratna jednadzba je —x* —x+2=0
Diskriminanta te jednadzbe je D =b* —4ac
D=(-1)*-4-(-1)-2=1+8=9>0 => parabola ima dvije nul tocke.
Ako je D < 0 => parabola nema nul tocki
Ako je D =0 => parabola ima jednu nul toCku.

c) c¢) Nul tocke kvadratne jednadzbe dobivamo rjeSavanjem pripadajuce
kvadratne jednadzbe: —x*—x+2=0

_—bxb —dac _—b+D _—(-1)£V9 143 __ x =1

X ,= su nul tocke.
’ 2a 2a 2-(—1) -2 xX,=-2
“Lm s : 4ac —b’
d) Tocka tiemena ima formulu T —i, ac—b
2a 4a

(-12)-r(-L2)
274 274

H
|
[\)
|
[—,
AN
—~
L
N—
[\)
|
|
L
A ——
[3%)
N—
1l
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Viezbe za test: Kvadratna funkcija i njena primjena

Kako je otvor grafa parabole prema dolje, u tiemenu ona postize vrijednost
maksimum.

e)

f)
X —00 /! 1 Ve +00
Xy =——
2
f(x) to 9 N 4o
Yo =7
4
Maksimum(—l,gj
2°2
lli drugacije napisano:
./ Vxe<—oo,—%> i f\,Vxe<—%,—oo>

X —00 x, =-2 x, =1 +00

f(x) | oo | £()<0 [ f(x)=0] f(x)>0 |f(x,)=0 | f(x)<0 | +o
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Viezbe za test: Kvadratna funkcija i njena primjena

Zadatci za vjezbu:

1. Dane su funkcije

a) f(x)=x"-2x+3 d) f(x)=2x"-x-1
b) f(x)=3x>-2x-1 e) f(x)=x"—4x+4
c) f(x)=x"—4x+5 f) f(x)=—x>+6x-5

Za svaku od zadanih funkcija odredi:

a) Kaoji je vodeci (kvadratni) koeficijent ove funkcije? Kako nazivamo graf
kvadratne funkcije? Koji je njen polozaj?

b) Kolika je diskriminanta pripadajuée kvadratne jednadzbe? Sto nam ona govori
o vrsti nultocki funkcije?

c) Kako glase nultocke funkcije?

d) Kako glasi tieme funkcije? Koji ekstrem funkcija dostize u apscisi tiemena?
e) Skiciraj graf funkcije.

f) Prouci tok funkcije.

Pomoé¢: Za svaku od navedenih funkcija dan je graf da bi mogli provijeriti svoja
rieSenja.

a)

3

Tjﬁme

e e e e e

[
[
[
[
[
[
[
[
[
|
1
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Viezbe za test: Kvadratna funkcija i njena primjena

-0.54
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Viezbe za test: Kvadratna funkcija i njena primjena

f)

Tjeme
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Viezbe za test: Kvadratna funkcija i njena primjena

2. Odredi polinom drugog stupnja f(x)=ax’ +bx+c, ako je zadano :
a) f(0)=-1, f(h=4, f(-1)=6.
b) f(0)=3,/(1)=2,/(4)=3
©) f0)=2./(-2)=0.1)=>

d) f(O)=1f(-1)=-2,()=0
e) f(O)=-1f(-2)=7,/(2)=-1
) f0)=-3.f(-)=—4,f(1)=0

Pomoé¢: Potpuno je rijeSen zadatak pod c) a za ostale je dano rjeSenje.

a) f(x)=6x>-x-1
b) f(x):%x2—§x+3

f(0)=a-0+b-0+c=2 4a—2b+2=0
c N=a(2V +b-(=2)+c=0 => ¢=2 => =>
) f(D)=a( 2) (-2)+e ia+%b+2=%/-4
1 1 1 5
—)=a-|=| +b-—+c==
f(z) ¢ (2) 2 ‘ 4
4a—-2b =-2 =-5/:
a-26 Zbrojimo jednadzbe => 54+8=3 => Sa=-5/13
a+ 26 +8=5 a=-1

=> uvrstimo u prethodnu jednadzbu: -1+2b+8=5 => 2h=5-8+1 =>
2b=-2/:2 =>b=-1
Pa je rieSenje:  f(x)=—-x"—x+2

d) f(x)=-2x"+x+1
e) f(x)=x"-2x-1
f) f(x)=5x>-2x-3

3. Rijesi kvadratnu nejednadzbu graficki i raCunski :

a) —x"+5x—4<0 d) —4x>+4x+3<0
b) x*—x-6<0 e) —3x+4x+1>0
c) —2x"—x—1>0 f) 2x°-7x-15>0
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Pomoé¢: Da bi nasli rjeSenja nejednadzbe dovoljno je nacdi nul toCke kvadratne
funkcije f(x)=ax” +bx+c i skicirati je u koordinatnom sustavu, znajuci kako je

okrenuta po predznaku vodeceg koeficijenta. Iz grafa funkcije lako o¢tamo za koje
vrijednosti x.a su vrijednosti funkcije pozitivne ili negativhe, ovisno o tome $to se trazi
u nejednadzbi.

a) Pogledajmo to na primjeru zadatka: —x* +5x—4<0

|zraCunajmo nul tocCke:

b dae ST 4 (D)(H4) 53 ox=l

X2

2a 2:(-1) -2 x,=4
Skicirajmo graf kvadratne funkcije, za koju znamo, jer je a = -1 <0, da je okrenuta
otvorom prema dolje:

f

|z grafa se lako ocita da je f(x) <0 odnosno —x’+5x-4<0 za x e (-x,1]U[4,+0)
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Za ostale zadatke dan je samo graf funkcije i oznaceno rjeSenje:

b)

Kako funkcija nema realne nul to¢ke, a < 0 graf poprima samo negativne vrijednosti od vy,
pa je rieSenje Citav skup R, a to piSemo ovako: xeR.

c)

Kako graf funkcije poprima samo negativne vrijednosti za y nelednadzba:
—2x* —x—1>0 nema rje$enja, a to piSemo ovako: x € J..
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re (-oo,-ﬂu[s,m)

Zadatci za lumene:

4. Ako su -1 i 2 nultoCke polinoma drugog stupnja, a najveca vrijednost polinoma
iznosi 3, odredi taj polinom.

5. Odredi broj ce R tako da toCka A(3,-4) pripada grafu funkcije f(x) = %xz +c.

6. Zadana je kvadratna funkcija f(x)=x*+2x+3p—1.Nadi p € R takav da funkcija
nema realnih nul tocaka.

7. Za koje vrijednosti realnog parametra p kvadratna funkcija f(x)=x’—-5x+ p ima
jednu nul to¢ku?
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Primjer ispita znanja:

1. Dana je funkcija f(x)=x"-2x-3

a) Kaoji je vodeci (kvadratni) koeficijent ove funkcije? Kako nazivamo graf
kvadratne funkcije? Koji je njen polozaj?

b) Kolika je diskriminanta pripadajuc¢e kvadratne jednadzbe? Sto nam ona
govori o vrsti nulto¢ki funkcije?

c) Kako glase nulto¢ke funkcije?

d) Kako glasi tieme funkcije? Koji ekstrem funkcija dostize u apscisi
tiemena?

e) Skiciraj graf funkcije.
f) Prouci tok funkcije.

g) Rijesi kvadratnu nejednadzbu: x> —2x-3<0

2. Odredi polinom drugog stupnja f(x)=ax’ +bx+c, ako je zadano : f(0)=-1,
SfM=4, f(=)=6.

3. Ako su —1i 2 nul to€ke polinoma drugog stupnja, a najveca vrijednost polinoma
iznosi 3, odredi taj polinom.

v Mira Mihajlovi¢ Petkovi¢

11



	kvadratna funkcija-priprema ta test.pdf
	kvadratne funkcija-vježbe.pdf

